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Q1. im r0)=-3

x——0

lim f(x)=+o0

X—>+00

2. On peut conjecturer que la courbe admet une asymptote
horizontale d’équation y = —3 en —o.

3.
X |- +oo
40
) /
-3
O1. im f(x)=2
lim f(x)=2
lim f(x)=+0o
x—-—1
x<-1
lim f(x)=-1
x—-1
x>-1

2. 0n peut conjecturer que la courbe admet, d'une part, une
asymptote horizontale d'équation y =2 en —» et en +» et,
d'autre part, une asymptote verticale d’équation x = —1.

3.

O lim_f(x) = —o»

lim f(x)=+»
X—>+00
lim f(x)=+o»
x—1
x<1
lim f(x)=—o
x—1
x>1
2. On peut conjecturer que la courbe admet une asymptote
verticale d'équation x = 1.

3.
X -0 1 —+0o0
+0 +00

f) / /

O1. iim f(x)=2
X——

lim f(x)=2
X—>+0

lim f(x)=+»
x—-2
x<-2

lim f(x)=-»
x—=2
x>-2

lim f(x)=—o

x—1
x <1

lim f(x)=+o

x—1
x>1

2. On peut conjecturer que la courbe admet deux asymp-
totes verticales d'équations respectives x = -2 et x = Tetune
asymptote horizontale d’équation y =2 en — et en +o°.

3.

x |- -2 0,5 1 +o0
+00 f(=0,5) +0

(x)

S 2/ _Oc/ \oo \2
O1. lim fx)=1

X—>—0

lim f(x)=1
X+
lim f(x)=-o
x—=3
x<3
lim f(x)=+o
x—3
x>3

2. La courbe admet une asymptote horizontale d’équation
y=1en—» et en + et une asymptote verticale d’équation
x=3.
3.

O1. im r(x)=2et lim f(x)=2

X——%

lim f(x)=+»
x—-5
x<-5

lim f(x)=-o
x—-5
x>-5

lim f(x)=+o
x—0
x<0
lim f(x)=-x

x—0
x>0

2. La courbe admet une asymptote horizontale d'équation
y =2 en—x et en +x et deux asymptotes verticales d'équa-
tions respectives x = -5et x = 0.

3.
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0 1. Sur calculatrice.
2. a.On peut conjecturer que lim f(x)=1.
x—+%°

b. Pour tout x > 6, f(x)&€]0,99;1,01.
3.a.On peut conjecturer que lim f(x)=1.
X——00

b. Pour tout x < —13, f(x) €1]0,999 ; 1,001.

61.Sur calculatrice.
2.a.0n peut conjecturer que lim f(x) = +c.
X+

b. Cet algorithme détermine le plus petit entier naturel A tel
que f(A)=10 000.
3.a.0n peut conjecturer que lim f(x)=-»

xX——%

b. On remplace la boucle par:

Tant que A3 — A+1=-10 000
A—A-1

T
TN

/

@1. lim (3x2 =1) =+ et lim (3x2 1) =+

X—— X—>+0

O

. lim (5-2x)=+w et I|m (5 2x)=—0o,

" oo
3. lim (Zx +x+1)=—00 et lim (2x +x+1)=
X—y—0 X—>+0%

4. lim e*=0et lim L=0.

x——o x——e X

Dong, par somme, lim e* +% =0.

X——%©
lim e* = +oet lim 1 =0.
X—+00 x—+0 X

Dong, par somme, lim e* +l
X—>+00 X

= 400,

@ 1. lim (¥ +1)=+et lim (3—4x)=—o.
X+

X—>+0

Donc, par produit, lim (x2 + 1)(3 —4x)=—oo
X+

De méme, lim (xz + 1)(3 —4x) =+,
x——%

2. lim (~2e* +3)=-xet lim 2=0.

X—>+0 x—+0o X

Dong, par somme, lim (—2ex +3+i)= —0o,
x>+ X

lim (~2e* +3)=3et lim 2=0.

X——% X——®
Dong, par somme, lim (—Ze" +3+ i) =3.
X——®

. lim x+1) =+ et I|m (5 4x)=—oo,

"o

Dong, par produit, lim (2x +1)(5-4x)=—-»
X+
De méme, Iim (2x +1)(3-4x)=-x

4. lim (- x)——ooet lim %:O.
T oo x—+% 3x

2

Dong, par somme, lim (—x + —2) =00,
X+ 3x
De méme, lim (—x + Lz) = +00,
x—>—0 3x
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@ 1.Non en + et oui en —x,
2.0ui en +o et en —oo,

3.Non en +x et en —o,

4.Non en +x et en —x,

5. Oui en + et non en —x,

6. Non en +x et en —o0,

B 1. lim 2 = +wet lim (x=1)= +x.

X—+0oo X—>+%
Donc, par somme, lim (x2 +x— 1) = 400,
x—+%0

Onax2+x—1=x2(1+l—i2).
X x

Or lim x* = +xet lim (1+l—i):1.
X——0w X—>—® X

Dong, par produit, lim 1) +00,

X——®

(x® +
2. lim x3 =—xet lim ( 3x2 + )
x—— x——
(

Donc, par somme, lim (x> —3x2 +2)

x——®

Onax3—3x2+2=x3(1—i+%).
X x

X—>+00 X+

Or lim x3 = +wet lim (1—i+%): )
X x

Donc, par produit, lim (x3 —3x2 + 2) = 400,

X+
. lim —2x% = —ocet lim (4x+1)=—.
x—) e} X——0
Donc, par somme, lim ( 2x? +4x+1):—
X——00

Ona-—2x? +4x+1:—2x2(1—;_%).
X 2x

Or lim —2x%* =—» et lim (1—;—%):1.
X—+% X—+0 X 2x

Donc, par produit lim (—2x? + 4x +1)=—

X+

4, lim 2x* = -, lim —=7x?> =—x et lim (x—2)=—

X——0 X——0 X——0
Donc, par somme, lim (2x3 —7x*+x-— 2) =—oo,
x——0%

Ona2x3—7x2+x-2=2x (1 L+ i)
2x  2x? x

Or lim 2x3 = +wet lim (1——x+__i)

X—>+00 xX—>+© x3

Donc, par produit, Iim (2x —7x2 +x—2):+00.

@1 lim 7x? = +o et I|m ( 2x +4) =+,
X——
Donc, par somme, lim (7x —2x+4)=+00.

X——0

Ona7x2—2x+4:7x2(1_i+i)_
7x  7x?

Or lim 7x% = +» et lim (1—L+i):1.

X+ X+ 7x  7x?

Donc, par produit, Iim (7x2 —2x+4)=

2. lim —2x3 =+, lim 1x2 = oo et lim —x = +o0,

X——00 x> 2 Xx——o

Dong, par somme, lim (—Zx3 +%x2 —x) =40,

X——®

Ona —2x° +l)c2 —x=—2x3(1 1 +L)
2 4x 2x

Or lim =2x3 = —w et lim (1—L+L):1.
4x X

X—>+00 x—>+o 2

© Hachette Livre 2020 - Guide pédagogique, mathématiques Terminale Spécialité, collection Barbazo



© Hachette Livre 2020 — Guide pédagogique, mathématiques Terminale Spécialité, collection Barbazo

Dong, par produit, lim ( 23 412 x):_oo,

X—>+% 2
3. lim —1x2 = —wet lim 2x—1=—x.
xo-w 2 x—>-3
Donc, par somme, lim (——x +<£x— )
xX——®
122 q-_1.2 _L-_lzz_
Ona 2x +3x 1 zx (1 3x 2) xl_l)n:O0 X )

et lim (1—i+%)=1.
X

X+ 3x

Dong, par produit, lim
x—+0

(122

ZX +3X

4. lim —2x* =—wet lim =7x+5=—
x>+ X—>+00

Donc, par somme, lim (—2x4 —7x+ 5) =—

X+

1)=—.

Ona—2x4—7x+5=—2x4(1+i—i).

Or lim —2x* = —wet lim (1+L—L):1.

x——% x——% 233 2x*
Dong, par produit, lim (—2x4—7x+5)=—
X——®
1 (1 1) 1+ 1
@1 X+ lim (1+—)=1
x(]_l) 1— 1 X—+00© X
x X
et lim (1—l)=1. Dong, par quotient, lim (—x+1)=1.
X—>+00 X x—o+oo\ X — 1
De méme, lim (_x+1)=1‘
X——00 x—1
a) 22
4x+3_4x(1+4x A ) 3)_
2. = = L lim —2[1+ =-2
—2x +1 _zx(—l _ i) 1_ i X—+0© 4.X
2x 2x
et lim (1—i): .
X—>+00© 2x
; : 4x+3 )= _
Donc, par quotient, xiToc(—Zx =
De méme, lim (M)z—
X——00 _2X+1

—3x-1_
3. 6y

_ 1 1
izgtg)jt 3(th), lim 3(1+5L]=3 et
X X

lim (1—%):1. Donc, par quotient, lim (%):3,

x>+

x>+ x—+0\ 60—
De méme, lim (M)=3.

X——00 6_.X

—8x(1+ 2 ) 81+ 2|
4, 3-8x_ Sl B im g1+ 2 ) =8et
5-x _ ( _i) _5 it 8x
x(1 1
X X

lim (1—5):1. Donc, par quotient, lim (ﬂ):&
x40 X x—+ - X
De méme, lim (ﬂ):&

X——00 5_x

x 1+ —x|1+
@1 X’ +1_ ( X’/ _ x?
1

-l -l
X X

i fre 1)<

x—>+®

2
et lim (1—%):1. Donc, par quotient, lim (x +x1)=—00.

X—+0 xo+oo\ 1=

X2 +1

De méme, lim (
X——%©

)=+

x(1+3) 143 |
ol

lim (1+%)=1et lim —2x(1—¢)=_oo,

X—>+00 X—>+00 2x2

x+3 _
s
—2x2 +1 _2x2(1

De méme, lim
X——°

Donc, par quotient, Ilm( x+3 )—
x>\ —2x2 +1

( x+3
—2x% +1

) e

3x—1 3)‘(1 3x
"5 4x—-2  caf_ 1, 2\ efi_ 1. 2)
52 (1 L+ ) 5x(1 5x+5x2)

lim —3(1+i)=—3 et lim —5x(1 1 +L):_w_

x>+ 3x x—>+o 5x 552
Donc, par quotient, lim (#):0,
x—=+0o\=5x° + x —2
De méme, lim (7_5”6_1 ):0.
x—=-e\=5x° +x -2
4x3(1 )
4. 453 —3x—1 4x?
X2 4+ x+1 x2(1 iz)
X

1_
X
—4x(1 3 1)
x

2

Cx X
lim —4x(1—i—L)=—ooet lim (1—l—i)=1.
x40 4x*  4x° X—>+00 x o x?
3
Dong, par quotient, lim (%) = —o0,
xo+o\ —x +x+1

De méme, lim (4)‘_73)‘_1):—00.
x—=-e\ —x° +x+1

@1. lim x =+, lim e* =+wet lim Vx = +o.

x—>+o x—>+0 X—>+0
Donc, par produit, lim xe*vx = +o.
X—>+00
—Vx =¥x(Vx =1). lim Jx = +et lim (Vx-1)=
X—+% xX—+%°
Donc, par produit, lim (x—«/;)=+00.
X—>+0
yer_TREAE)
3,254 1 - XL = oVx +—=.
Vx Vx Vx
lim 2vx =+ et lim —=
X—>+0 x—>+oc\/_
Donc, par somme, lim (2x+1):+oo.
x—+00 \/;
4.;61: Jx 1 =\/_1 IumJ_+J__+w.
J?(Jﬁ—) X+
Jx J_
Donc, par passage a l'inverse, lim ( Vi ): 0.
x>+ x+1

@1. lim (x—3)=0.Lorsque x >3, alors x—3>0.
x—=3
x>3

Donc, par quotient, lim (L): +00,
x—3 -3
x>3
2. lim (x—3)=0.Lorsque x <3, alors x —3<0.
x—3
x<3
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Donc, ient, li (L):_,
onc, par quotient, lim -3 )

x—3
x<3
3. lim (1-x)=0.Lorsque x >1,alors 1— x <0.
x—1
x>1
Donc, par quotient, lim (L) = —o0,
x—1 1-x
x>1
4.lim (1-x)=0.Lorsque x <7, alors1—x>0.
x—1
x<1
Donc, par quotient, lim (L) = +o00,
x—1 T—x
x<1

@1. lim —3x=-6et lim (2x—4)=0.Lorsque x > 2, alors

x—2 x—2
x>2 x>2 3
2x —4>0.Donc, par quotient, i (_—x)=_ .
o parq XIT; 2x—4 *
x>2
2. lim —3x=-6 et lim (2x—4)=0. Lorsque x <2, alors
x—2 x—2
x<2 x<2
2x —4<0.Donc, par quotient, lim (_3—)‘) = 400,
o2 \2x—4
x<2

3. lim (x2 —10):—1 et lim (6 —2x)=0.Lorsque x > 3, alors

x—3 x—3

x>3 x>3
; : x2-10
6 —2x <0.Donc, par quotient, lim = +oo0,
x—3 6—2x
x>3
4. lim (x2 - 10) =—1etlim (6—2x)=0.Lorsque x < 3,alors
x—3 x—3
x<3 x<3
: L (x2-10
6 —2x>0.Donc, par quotient, lim = -0,
x—3 6—2x
x<3

@1. Iim(x—1)2 =0 et pour tout x # 1,(x—1)2 >0.
x—1

Dong, par quotient, lim 1 >
kﬂ(x—1)

= 400,

2. Iim1— 2x=-1, Iim1 (4x-2)* =0 et pour tout x # 1

Xy Xy 2’
(4x —2)* >0. Donc, par quotient, i —2x

x%%(4X—-2Y -

@ 1. Pour tout nombre réel x, f'(x)=2x - 2.
X -0 1 + o
f) - 0 +
La fonction f'est donc décroissante sur I'intervalle ]-o ; 1] et
croissante sur[1; +of.

2. lim x? =+xoet lim —2x+5= +oo.

X—>—0 X——00
Donc, par somme, lim f(x)=—co.
X——0

_ .2 2,5
Onaij)—x h—f;+;3}
lim x> =+wet lim (1—;+%)=1.
X

X—>+% X—>+%® X

Dong, par produit, lim f(x)= +oo.
X—>+0
3.

&Y Chapitre 3  Limites de fonctions

2) 1. Pour tout nombre réel x, f'(x)=3x*-2x-5.

A =64,donc f'(x) adeuxracines x, =—letx, = 2,

3
X -0 -1 2 + 0
3

[ + 0 - 0 +
La fonction f est donc croissante sur |—oo ; —1], décroissante
sur [—1 ; %J et croissante sur E ; +00[.
2. =83-1-=2 41

Ona f(x)=x ( PRI

lim x3 =+xet lim (1—l—%+i3):1,
x>+ x>+ X x X

Dong, par produit, lim f(x)= +o.
X—>+00

De méme, lim f(x)=—oo.
x——0
3.

wlun

X - -1 +0o0

4 +00
Q) T~ 148
B / _7 /

@ 1. Pour tout nombre réel x€ R\ {1}, f'(x) = 2

(=1
SurR\ {1}, (x—1)*> >0 et donc f’(x)>0.
fest donc croissante sur ]-o ; 1] et croissante sur |1; +of.
2. lim (x—1)=+%.Donc, par quotient, lim f(x)=0.
X400 X—>+00
De méme, lim f(x)=0.

X——%°
La courbe représentative de la fonction fadmet une asymp-
tote horizontale d'équation y = 0 en — et en +.
3.lim(x—1)=0.Lorsque x <7,alors x —1<0 et f(x)>0.

x—1

Dong, lim f(x) = +ce.
x—1
x<1

Lorsque x >1,alors x —1>0 et f(x)<O0.
Dong, lim f(x)=—co.

x—1
x>1

La courbe représentative de la fonction fadmet une asymp-
tote verticale d'équation x = 1.
4.

oo

0

X -0 1 +
+0
fx) . / » /

@ 1. Pour tout nombre réel x € R\ {2},
, 1(4—-2x)+2x
flo= 020 4
(4-2x) (4-2x)
SurR\ {2}, (4-2x)* >0 et donc f'(x)>0.fest donc crois-
sante sur |- ; 2[ et croissante sur |2 ; +o[.

- — 1
a2

lim —2( —;):—2, donc par quotient, lim f(x)z—1
X x>+

X+ 2

De méme, lim f(x)= -1
X—>— 2
La courbe représentative de la fonction fadmet une asymp-

tote horizontale d'équation y = —% en —o et en +o,
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3. lim x=2 et lim(4-2x)=0.
x—2 x—2

Lorsque x < 2,alors 4 — 2x > O et pour x proche de 2, f(x)> 0.

Dong, lim f(x) = +eo.
x—2
x<2

Lorsque x > 2,alors 4 — 2x < Oet pourx prochede 2, f(x)<O.
Dong, lim f(x)=-

x—2
x>2

La courbe représentative de la fonction fadmet une asymp-
tote verticale d’équation x = 2.
4.

_%/V-" _Oc/_

@ 1.« La courbe représentative de la fonction g est un poly-
nome de degré 2, donc représentée par la seule parabole,
qui est la courbe d.

« Par somme, lim h(x)=+o. La courbe représentative de
X—>+00

la fonction /i ne possede donc pas d’asymptote horizontale :
c'est la courbe a.

ck(x)=1+=*—=1+ X =141
x2 -1 x2(1_i) x(1_ 1)
x2 x2
lim x(1—i2): +0, Dong, par opérations sur les limites
X—+00 X
lim k(x)=
X—>+00

La courbe représentative de la fonction kK admet donc une
asymptote horizontale d'équation y =1en +o.

C'est la courbe c.

« Enfin, la fonction f est représentée par la courbe b.

@a.f(x) =x+ %définie surR\ {0} et g(x) = x définie sur R.

b. f(x) = x? définie sur R et g(x)=x définie sur R.
c. f(x) = x définie sur R et g(x) = x* définie sur R.

@a.f<x>=xi2

b. f(x)=1
¢ f(x)= % définie surR\ {0} et g(x) = x définie sur R.

définie sur R\ {0} et g(x) = x définie sur R.

définie sur R\ {0} et g(x) = x? définie sur R.

—2ax* +(5a—4)x +10

@ (5-2x)(2+ax) _

3x2+5 3x2 +5
9,2 5a—4 5
2ax (1+7—2ax axz)

3x2 (1 + %)
3x

_ 5a—4 _ 5
2a(1 + “ax g2 )

( )
3.x

. L ba-4 4 __5\_ ; T
Ilm( e axz) let lim (1+ 2) 1.

X—>+0 X—>+00 3x
Donc, par quotient, lim ((S_ZJ?M) =_2a
Ainsi, x>+ 3x° 45 3
i (57202500 30y g
X+ 3x°+5 3

Sa=-12.

_5-2x
D f=3-22-

2(-3) (-7
2"(1 23x) 1_%

lim (1- ) =Tet lim (1-2)=1.

X—>+00 2x X—+00 2x
Donc, par quotient, lim f(x)=-1Deméme, lim f(x)=-
X—+0 X——%°

La courbe représentative de la fonction fadmet une asymp-
tote horizontale d’équation y = —1en —o et en +°.
lim 5—-2x=2et I|m (2x 3)=0.

x—1,5
Lorsque x <1,5, alors 2x—3<0 et, pour x proche de 1,5,
f(x)<0.Donc lim f(x)=-»

x—15

x<15
Lorsque x >1,5, alors 2x —3>0 et, pour x proche de 1,5,
f(x)>0.Donc lim f(x)=+o»,

x—15

x>15

La courbe représentative de la fonction fadmet une asymp-
tote verticale d'équation x = 1,5.

& taas 22 A0

2+ 2(1+i) x(1+i).
x2 x2

lim 2(1+i) 2 et lim x(1+ 1 ) o0,
X—+0 2x X—>+00
Donc, par quotient, lim f(x)=0.Réponse b.

x>+

€D 1. lim f(x)=—
2. IirI\ gx)=0

3.0nah(x)=g(f(x))pourtout xE R.
lim f(x)=-»et I|m g(X) 0.

X+

Dong, par comp05|t|on, lim h(x)=0.
X+

@ lim x2 +1=+wet lim vX =+,

X—+o0 X—+

Dong, par composition, lim f(x)= +o.
X—>+%

De méme, lim f(x)=+w.
X——®

2"(” 21x) 2(” 21x)

2x+1 _
®xx—1 -

x(1—l) 1-1

X X

lim 2(1+i)=2et lim 1-L =1,

X—>+00 2x xX—+® X

Par quotient, lim 2x+1_5
xotoo X—1

De plus, lim VX =+2.

X+
Donc, par composition, lim g(x)=+2.
X—>+0

2 1 1
XN+ — —x1+—)
@xz-ﬂ: ( xz): ( x?
3—x ’

—x(1- i) 1-3

X X

lim —x(1+i2):+oo et lim 1-3=1.
x—>—® X x—>—® X

2
Par quotient, lim £F1— o,
x——0 3— X
De plus, lim VX = +o.
X+
Donc, par composition, lim h(x) = +o°.
X——0w

Chapitre 3 o Limites de fonctions Q&



2
@D’aprés I'exercice précédent, lim B o Y
x—-w 3—X
De plus, lim eX = oo,
X+
Donc, par composition, lim r(x)=+oo.

X——00

@1.x2—3x+2=x2(1—i+l).
X 2

X
im 22(1-3+ 2=
X

X—>+00 X

Donc, par composition, lim s(x) = +oo.
X—+%°

+oet lim eX = 4o,
X—+x

2.De méme, lim s(x)= +co.
x——0©

1-0etlim cos(X)=1.
X X—0

Donc, par composition, lim #(x)=1.
X—+%°

@ lim (3—x2):—oo et lim X3 =—co.

x>+ X——x

Donc, par composition, lim f(x)=-
X—>+00

De méme, Iim f(x)=—o

1. lim 22 +1=+0et lim VX =+,

X—>+00 X—+o

Donc, par composition, lim Vx? +1 =+,

x>+

De plus lim x =+%.Dong, par somme, lim f(x)= +co.
X—>+

X+

~ (x+\/x2 +1)(x—\/x2 +'I) ~ xz—(x2+1)
/0= (x—\/x2+1) _(x—\/x2+1)
-1

:m.

. lim x—+vx? +1=—o.Dong, par quotient, lim f(x) 0.
x——

x—>—
'+, ( )
n {1+ n|1+
n’ +1_ ( n?) _ n~)
n I’l
lim n(1+i2) tooet lim 1+2=1.
Nn—+0 n n—+o n
e )
Dong, par quotient, lim 7” =4
n—+® ;
l’l
De plus, lim VX =+,
X—+
Donc, par composition, lim u, =+,

n—+w

@1. Pour tout entier naturel n :

(V1 =) T +)

u, =In+1-+n = =_ftl-n
" Vn+1++n Vn+1++n

— 1

Vn+1+4n"

2. lim n+1=+4xet lim VX =+,

n—+® X—+®
Donc par composition, lim vn+1=+o,

n—+0

De plus, lim Jn =+,

n—+00

Dong, par somme, lim vn +1 ++n = +00, puis par quotient,

. n—+o0o
lim u, =0.
n—+%

Y Chapitre 3 o Limites de fonctions

@ Pour tout entier naturel n :
=v2n+3-2n+1
~ (V2n+3-V2n+1)(V2n+3 +2n+1)

V2n+3 +V2n+1
_ 2n+3-(2n+1) 2
CV2n+3+V2n+1 N2n+3 +¥2n+1
lim 2n+3=+4%et lim ¥X = +co.

n—+w X—+
Donc par composition, lim v2n+3 = +oo,
n—+w®
De méme, lim v2n+1= +.
n—+%
Donc, par somme, lim v2n+3 ++v2n+1=+0o, puis par

n—+o

quotient, lim v, =0.

n—>+00
x x2
@1 lim 2~ =+ et, pour tout x>0, f(x)>?.

x>t 6

Dong, par comparaison, lim f(x)= +o.
X—>+®

2. Comme lim =1 = lim 1+

X—+0 X x>+

=0 et, pour tout x #0,

1——<f(x)<1+—, alors, d'apres le théoreme des

gendarmes lim f(x)=1.

+00

3. Comme X =—X ___ 1 Sjors, par quotient,
x+1 x(1+l) 141 par
X X
lim —X— =1 et,de méme, lim —*—=1.

x—+0o X 1 x—>+°°x_1

Ainsi, on peut conclure a I'aide du théoreme des gendarmes
que lim f(x)=1.
X—>+0 2

x(1+;) 1+ =
4, Comme **2 _ Xl X
x+1 x(H—l) ’|+l

X X

lim £+2 _1 par ailleurs, lim 1 =0. Comme ces limites
xoto0 X+ 1 x—+o0o X

sont différentes, alors le théoreme des gendarmes ne permet
pas de conclure.

, alors, par quotient,

@ Pour tout x € R, —1=< cos(x) < 1. Donc —1=< —cos(x) < 1
etx? —1<x? —cos(x) < x? +1.

Comme f(x)=x?>-1et que lim x?-1=+, alors, par
X+

comparaison, lim f(x)=+oo.
x—>+00
De méme, lim f(x)= +co.

X——®
@ Pourtout x €]-o; 0[ U ]0; +oo[, -1<sin(x) < 1.
Donc —i <h(x)< 1

x

Comme lim —izz lim izo,alors, d’apres le théoréme

x>+ X x>+ x2

des gendarmes, lim a(x)=0.

X—>+00
De méme, lim h(x)=0.

x——0
@ Pour tout x €[0 ; +oo[, —~T< sin(x) < 1.
Donc-e* = m(x)<e".

Comme lim e* =0, alors, d’aprés le théoréme des
xX——®

gendarmes, lim m(x)=0.

X——00

© Hachette Livre 2020 - Guide pédagogique, mathématiques Terminale Spécialité, collection Barbazo



© Hachette Livre 2020 — Guide pédagogique, mathématiques Terminale Spécialité, collection Barbazo

@1. lim i:+0<>.

x—+o0o X
X
lim e* =0et lim x =—o.Dong, par quotient, lim £ o
X—>—0% X—>—0% x——o0 X
X
2.e" —x=x[&-1).
X
X
lim x =+ et lim (e——1) = 4o,
X—>+0 x40\ X
Dong, par produit, lim e* —x = +oo,
X—>+%
lim e* =0et lim —x = +oo.
xX——00 x—>—00
Dong, par somme, lim e* —x =+,
xX——®
3.xe7" = Lx
e
X
X
lim €~ = +. Donc, par passage a I'inverse, lim xe™* = 0.
x40 X X—>+°

X
lim e* =0et lim x =-o, Par quotient, lim £ —o.
X——o X—>—0 x——wo X
X
Or, pour tout x € R, e* >0 et, pour x proche de —o, e? <0.
X

Dong, par passage a l'inverse, lim xe™
X——%

4.e" —1000x = x(% 1 ooo).

= —00,

lim x=+wet lim (i—1 OOO) = 400,

X—>+0 X—>+0
Dong, par produit, lim e* —1000x = +o.
X—>+0
lim e* =0et lim —1000x = +o°.
X—— X——0

Dong, par somme, lim e* —1 000x = +o°.
X——%©

" Exercices

@ 1. Pour tout nombre réel x&€ R\ {1},
, _3(1—x)+3x—2= 1

O Tae

SurR\ {1}, (1-x)* >0 et donc f’(x)>0. La fonction f est
donc croissante sur ]-oo ; 1] et croissante sur |1; +of.

o ) -2)

—x(1—l) 11

X X

lim —3(1- 2 ) =3 et lim (1 1=t

x40 3x x—+ X

Dong, par quotient, lim f(x)=-3.
X—>+00

De méme, lim f(x)=-3.

X—>—00

La courbe représentative de la fonction fadmet une asymp-
tote horizontale d’équation y = -3 en — et en +o.
lim(3x—-2)=1etlim(1-x)=0.

x—1 x—1

Lorsque x <1,alors 1— x > 0 et, pour x proche de 1, f(x)> 0.
Donc lim f(x) = +oe.

x—1
x<1

Lorsque x >1,alors 1— x <0 et, pour x proche de 1, f(x) <0.

1-4-1
eX(1—4i) et
X

7

1.8 -4x _ e/ _
et +7 ex(1+lx) 1+e7
e

X
lim £ = +o0, Dong, par opérations sur les limites,
x>+ X

lim 1— 41 =1,
X+ er
X
7

Deplus, lim 1+-*—=1.
X—>+%® e
: L oe¥—4x
Donc, par quotient, lim =—===1.
x>t et +7
lim e*=0et lim —4x =+,
X——® X——*
Dong, par somme, lim e* —4x = +o,
X——0

Deplus, lim e* +7=7.
x——00
X
Donc, par quotient, lim e —4x
x—x e’ +7

2. & —4x _e'(1_, 1)
X X et

X

X
lim €~ =+, Donc, par opérations sur les limites,
x—+0 X

X+ e x—+00 X

lim [1 - 4%] = 1et, par produit, lim e —A4x _ Lo
X

X X . .
€ —4xX_& _4 Or lim e =0 et lim x=—o.
X X X——0 x——0o

Par quotient, lim e _ 0.Deplus, lim —4=—-4.
X——0w X—>—%
4x _ 4.

X
Dong, par somme, lim &—=3X
X——% X

X
@ lim £ = +o.Réponse a.
X

x—>+®

Donc lim f(x)= —ce.
x—1
x>1

La courbe représentative de la fonction fadmet une asymp-
tote verticale d’'équation x = 1.

3.
X -0 1 +®
+o0 -3
fx)
. / B /
@ 1. Pour tout nombre réel x € R\ {-3},
, —2(-x—-3)+5-2x 11
X)= = .
IO=""C 5 TGy

SurR\ {-3}, (-=x —3)* > 0 et donc f”(x) > 0. La fonction fest
donc croissante sur ]-oo ; =3[ et croissante sur |-3 ; +oo[.

~2x(1- i) 2(1 - i)

2x 2x
2. f(x)= =
—x(1+3) 143

lim 2(1—i)=2et lim (1+%)=1.

X—+0 2x X+

Dong, par quotient, lim f(x)=2.
X—>+o0
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De méme, lim f(x)=2.

x——%

La courbe représentative de la fonction fadmet une asymp-
tote horizontale d’équation y =2 en —o et en +.
lim (5—2x)=11et lim (-x—-3)=0.
x—-3 x—-3
Lorsque x <-3, alors —x—3>0 et, pour x proche de -3,
f(x)>0.Donc lim f(x)=+w.

x—-3

x<-3
Lorsque x>—3, alors —x —3 <0 et, pour x proche de -3,
f(x)<0.Donc lim f(x)=—co.

3

X——
x>-3

La courbe représentative de la fonction fadmet une asymp-

tote verticale d'équation x = 3.

@ 1. f est définie pour tout nombre réel x tel que
x2+x-2#0.

Le trindme x? +x—2 admet deux racines évidentes,
x,=-2 et x, =1. Ainsi, la fonction f est définie sur
JFoos —2[U -2 1[UT1; +o[.

2. Pour tout nombre réel x&€ R\ {-2; 1},

fl(x)=_ 22x+1 2‘

(x +x—2)

SurR\{-2; 1},(x2 +x—2)2 >0, donc f'(x) est du signe de

—2x -1, c'est-a-dire f'(x)=0 sur |- ; -2[ U ]—2 ; —%J et

f'(x)<O0sur [—% ; 1[ U J1; +¢9[. La fonction fest donc crois-

sante sur les intervalles J-o ; —2[ et }—2 ; —%J et décroissante

sur [—zi; 1[ et|1; +oo[.

-1
21+1-2)
Iir’P f(x)= lim f(x)=0.

La courbe représentative de la fonction fadmet une asymp-
tote horizontale d'équation y = 0 en —» et en +x.

3. Comme on a f(x)= , alors, par quotient,

Comme lim (x2 +x— 2) =0et
x—-2

X - -2 1 +00
X+x-2 + 0 - 0 +

alors, par quotient, lim f(x)=+xet lim f(x)=—cc.
x—=2 x—=2
x<-2 x>-2
De méme, comme Iim(x2 +x— 2) =0, alors lim f(x)=—-o
x—1 x—1
x<1
et lim f(x)= +oo.
x—1
x>1
La courbe représentative de la fonction fadmet deux asymp-

totes verticales d’équations respectives x = -2 et x = 1.

&Y Chapitre 3  Limites de fonctions

7 1 100
+00 _4 +00
) 0/ _Oc/ 9\_00 \0

@ 1. La fonction f est définie pour tout nombre réel x tel
quex? -2x+3=0.

-2 -

X —o0

A=(-2)*-4x3=-8, donc, pour tout nombre réel x,
x? —2x +3>0 et la fonction fest définie sur R.

2.0na f(x)= '/x2(1—%+x%) .

lim x2(1—%+i)=+ooet lim «/Y=+00,alors,parcompo-

X—>+0%° x2 X—+x

sition lim f(x) = +co.
X—>+

De méme, lim f(x)= +co.

xX——®°
@ lim (x+1+l):+ooet lim vX = +oo,alors, par compo-
xX—>+00 X X—+ow

sition, lim f(x)= +co.
X+

De méme, lim f(x) = +oo.
x—0

3e*(1+i) 3(1+ 1 )
@1.3ex+1: 3e*) _ 3e”

1+ex ex(-l_i_ix) ‘|+eix
e
lim 1+—1 = lim 1+ =1.
X+ e’  xo+o  eF

X
Donc, par quotient, lim 38 t1-3
x>+ 1+ et
lim e* = 0.Donc, par opérations sur les limites,
X——%°
lim 3e* +1= lim 1+e* =1.

xX——® X——x

Donc, par quotient, lim 3et+1_ 9
x>- 1+ e*

e"(1+i) 1+ 3

2 e*+3 — e¥ et

‘ e2x ( x)2 e*

e
lim 1+-3-
X—>+00© et

=1et lim e® = +oo,
X—>+0
; e'+3
Dong, par quotient, lim ===—==0.
X
x>+ e
lim e* =0et lim X2 =0.
xX——% X—0
ips . 2
Donc, par composition, lim (e*)" =0.
X——°

De plus, lim e* +3=3.
x——00
X
Donc, par quotient, lim GT?
X—>—® e

L (es)a-2)_afer+s)i-2) (er+s)i-3)
- x+3 - x(1+%) - 1+% '

= 400,

lim 1- 2

= lim 1+§:1 et lim e +5=+%.Donc, par
X—>+® X X

x—>+w x—>+®

(e +5)(x-2) ~

opérations sur les limites, lim +oo,
X—>+00 x+3
lim1-2= lim 1+3 =0et lim e* +5=5.
X——00 x—>—0© X xX——00

(ex +5)(x—2) s

Donc, par opérations sur les limites, lim e

X——0
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e"(7+i) 7+
4. 7€ +1 _ e’ _ e’ ]
G +3) (e")2 1+%+ 92 e 1+%+ 92
e (e) e (@)
lim 7+——7 lim 1+ -8 +L—1et lim e* = +oo,
X—>+%° xX—>+® e X—>+®

fag . : 7 +1 _
Dong, par opérations sur les limites, lim ————==0.
=+ (o7 4 3)
lim e* +3=3et limX2=9.

xX——® X-3
Donc, par composition, lim (e* +3)2 =9et lim 7e* +1=1.
x—>—® x—>—®
7e*+1 _1

Dong, par quotient, lim

5 .
e (er 13 9
5 e'+3 _e* 1+ 3
x x et )’
X
lim 1+i=1 et lim &£ = 4.
X+ e* x—>+0o X
X
Donc, par produit, lim £+3 = 4o,
x>+ X
lime*+3=3et lim x=—c.
X——® X——®
. Looef+3
Dong, par quotient, lim =T2=0.
x——0 X
6. lim e* —=5=+4wet lim x+700 =+,
X+ X+

Dong, par produit, lim (e" - 5)(x +700) = +oo,
X—>+0

lim e*-=5=-5et lim x+700=—o

xX——® X——%

Donc, par produit, Iim (ex - 5)(x +700) = +o0,

@1 lim (x +3x+1)—1et lim x =0, alors, par quotient,

x—0 x—0

lim f(x)=-wet I|m S(x)=+eo.

x—0

x<0 x>0

La courbe représentative de la fonction fadmet une asymp-

tote verticale d’équation x = 0.

2.0na f(x)= x+3+—donc par somme, I|m f(x) =400
et lim f(x)=—o.

X——00
3.

/\1x
/.

On constate que lorsque x tend vers +% ou —o, la courbe
semble se rapprocher de la droite d’équation y = x + 3.

4. Pour tout x#0, g(x)=—, donc lim g(x)=0 et
lim g(x)=0. o
x——00

@ 1. Iim (2x2—5x—2)=1 et Iim (x=3)=0, alors, par

quotlent I|m f(x)=—xet I|m f(x) +o0.

x—3
x<3 x>3

La courbe représentative de la fonction fadmet une asymp-
tote verticale d'équation x = 3.

212 @ 2 41) be 2 —4%)

2
2.0na f(x)= 2x _x 2x_ x
x(1-3) 1-3
X X
lim 2x(1—i—i2)=+oo et lim (—i) ,donc,
X+ 2x X X—+0% X

par quotient, lim f(x)=+c.
X—>+0

De méme, lim f(x)=—co.

X——c
3.

y

2_
i T T |x
2 f— —

4. f(x)=ax+b )=ax +(b x3_aéx+c 3b

a=2 a=2

S<b-3a=-5<b=1.
c—3b=-2 c=1

_ 1 __1
5.Pourtout)c;t3,g()c)—2x+1+)C_3 2x+1) T3

Ainsi, par quotient, lim g(x)=0et lim g(x)=0.
X—>+® X——°

On peut en déduire que la droite d’équation y = 2x + 1 est
une asymptote oblique a la courbe représentative de la fonc-
tion f.

D1
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@ 1.Faux. Contre-exemple, f(x) = % — xdéfinie sur]0 ; +o9[.

2.Vrai. lim x? =+, donc, par comparaison,
X——0

lim f(x)=+oo.
Xm0
3. Faux. Contre-exemple, f(x)= —% et f est strictement
croissante sur ]0 ; +o9[.
4. Faux. Contre-exemple: f(x) =% et f est strictement
décroissante sur ]-o° ; 0].

@ 1. Faux. Contre-exemple, voir le graphique ci-dessous.
y

2.Vrai.Comme lim f(x)=1,alors, par définition, 'intervalle
x—>+00

ouvert ]0 ; 2[, contenant 1, contient toutes les valeurs de f(x)
pour x suffisamment grand. Il existe donc un réel A tel que,
pourtout x> A, f(x)€]0; 2[ etdonc f(x)>0.

1

3. Vrai. Comme |lim —= lim ———Oet pour tout x <0,
x—o-0 X xo-wo X

% < f(x) < —;, alors, d'apres le théoreme des gendarmes,

lim f(x)=0.

X——®

4, Faux. Contre-exemple, voir le graphique ci-dessous de la
fonction x > sin(x).

h/\
il 8

; —3,2[_ 1 __1 |_
@1.a.x|Lwa(x)—3x (1 T 3x2) oo,

b. L'algorithme renvoie la valeur du plus petit entier x tel
que f(x)= A.

c. Pour A =100, il affiche 6. Pour A =1 000, il affiche 19.
Pour A =10 000, il affiche 58.

2.a.

(-%)_H0-2)
b. I|m g(x)= lim =

e Jx (1+ ) 1+%
c. On remplace la ligne « Tant que 3x% — x — 1< A » par

«Tant que j_ 2 < A,
+

d. Pour A =10, il affiche 225. Pour A =1 000, il affiche 11 025.
Pour A =10 000, I'algorithme tourne longtemps sans afficher
de résultat.

= 400,

&Y Chapitre 3  Limites de fonctions

_ (Vx +5)(Vx -5)
Jx +5
=Jx-5.

Ainsi, pour tout nombre réel A, xX=25 > AcJx-5=A
Jx+5 SVxr=A+5
& x=(A+50
L'algorithme suivant affiche les bonnes valeurs
instantanément : x < (A +5)%
On obtient alors 1 010 025 pour A =1 000 et 10 001 000 025
pour A =100 000.

Ox 25
Jx+5

e. Pour tout nombre réel x >

@1.(50+x® ) = 2 500+ 1005 + x%, donc

30 60
f(.x) — 100x 30+.x — 100+x30'
X

Ainsi, par somme, lim f(x)=100.
x—0

2. Non, on obtient pour f(x) des valeurs proches de 0 et
méme égales a 0 lorsque x est proche de 0 alors que I'on
devrait obtenir des valeurs proches de 100.

3.0n obtient des résultats similaires, donc en contradiction
avec la limite calculée a la question 1. Ces résultats s’ex-
pliquent par le nombre de chiffres significatifs utilisés par la
calculatrice, qui est au maximum égal a 12.

Comme 0,4% =1,5x107'2, alors, pour la calculatrice,
50+ 0,4% =50, donc £(0,4) = 0 et, de la méme facon, pour
tous les nombres de l'intervalle [0,4 ; 0].

@ 1.

lim (x2—2x+2)=1 et lim(x-1=0, alors,
x—1 x—1
par quotient, lim f(x)=-oet I|m f(x) = +oo.
x—1
x<1 x>1
x2[1 2 + 2 x|1 ; 2
. X xz X 2
Parailleurs,ona f(x) = = ,donc,
T

par quotient, lim f(x)=+xet lim f(x)=-
X+ X——00
La courbe représentative de fadmet une asymptote verticale
d'équation x = 1.
2. a. Pour tout nombre réel x #1,

T ) A B —2x+2
. 1+x—1_ x—1 x— =f(x).
b. lim f(x)—(x—1)= lim —=0et,
X—+00 x—+0 X —

deméme, lim f(x)—(x-1)=0.
3.

La droite d est asymptote oblique ala courbe en +xeten -,

4 /() =-(=1=—"73

11; +oo[ etla courbe est au-dessus de la droite d sur cet inter-
valle. De plus, f(x)—(x—1)<0 sur l'intervalle |- ; 1| et |a
courbe est en dessous de la droite d sur cet intervalle.

donc f(x)=(x=1)<O0surlintervalle
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@ 1. Soit f(x) = e* définie et dérivable sur R.

el e e o
i <= =6 = @)=

2. Soit f(x) = x® définie et dérivable surR.

3
lim L= —Ilmt -2’ =f'(2)=3x22=12.

=2 =2 52 t—=2

3. Soit f(x) = vx définie sur[0 ; +[ et dérivable sur 0 ; +o[.

S5 _ i =T 1

lim = =
1—25 1—=25 ;525 £(25)= 2\/_
@1.—5h3+2h—1=—5h3(1 %+%)
5h 5h
lim ( —L+L)—1et lim —5h% = 400,
h——o 5h2 n h——oe
Donc, par produit, lim —5k% +2h—1= 4o,
h——
2. lim =51 +2h—1=+%et lim eX = 4o,
h——x X—+
Donc, par composition, lim 7 *+2h1 = oo,
o
. lim (1—%+L3)—1et lim —5h = —,
e 5h 5h h—>+o0
Donc, par produit, lim =513 +2h—1=—
h—s+o0
lim —51% +2h—1=—cet lim eX =0.
h—+» X——
Donc, par composition, lim 7 +2-1 = ¢
h—>+00
@1.1—3x+x2 :x2(1—i+l3).
X X x
lim ( 3+—3)—1et lim x2 =+,
X—>+00 X X X+
Dong, par produit, lim L _ 35 +x2 = 40,
x—>+o X
De plus, lim VX = +o.

X+

Donc, par composition, lim 1/Z—3x+x2 =+,
x—+0o ¥ X

2. lim (4+5e"):4 et imvX =2.
X—4

X——0

Donc, par composition, lim v4+5e* =2,

X——%©
3. lim —x* =—wet lim eX =0.
xX——% X——x ,
Donc, par composition, lim e™* =0.
X——%

De plus, lim 3x+ 1= -, donc, par somme,
xX——0

. 42
lime™ +3x+1=-—

x——%0

4. lim —Z=0et limeX =1.

x——w X X—0

_7
lime x =1.
X——

Donc, par composition,

@ Pour tout réel x, on pose X = —x. Lorsque x tend vers +o,

Ty ¥ »
Xtendvers—OO.Onaxze = —X§ =—§(e ‘
4+ (=X +1 X +1
Or lim XeX =0 et lim X2 +1=+%. Donc, par quotient,
X—>- X——o
x X
lim —i(e = 0. Ainsi, lim xze = lim _i(e -0
X X7 41 x40 x° +1  Xo-w X741

@ 1. On peut conjecturer que lim f(x)=0.
Pour tout nombre réel x =0, *7*7

C(Wx 1 =Vx)(x+1+4x) 1
flx)= Vx+1++4x CVx+1+4x

Comme lim vx+1= lim vX =+, alors, par opérations
X—+w X—+x
sur les limites, lim f(x)=0.
X—>+
2. On peut conjecturer que lim g(x)=0.
X——®

Pour tout nombre réel x # 1,

2 2
x“+x+1 x“+x+1
X)= =
8(x) (1-x)* =X +3x2=3x+1
1 1
e+ )
- 3,3 1
13-
1.1
_ x+x2
13,3 1)
x(1 X+x2 x3)

Dong, par opérations sur les limites, lim g(x)=0.
xX——®

@1.Pourtoutx<—1,

ol (x+Jx2 +x)(x—\/x2+x)

x—\/x2+x

f(x)

P -xt-x _

x—\/xz(1+%) x—(—)_c)xJ1+)1C
—X _ =1
x(1+J1+%) B 1+\/1+;

2. lim 1+ X =1et limvyX =1.

X——00 X X—1

Donc, par composition, lim 1+ 1 -1 pPar opérations sur
X—>—0 X
les limites, lim f(x)= -1
P 2

3. lim x> +x=+% et lim vX =+%. Donc, par composi-

X—+® X+
tion, lim vx? +x = +oo,

X—>+%
De plus, lim x =+, donc, par somme, I|m f(x) +00,
x>+

lim x+vx2+x=-1et lim x+vx>+x=0.
x——1 x—0
x<-1 x>0

La courbe représentative de fadmet une asymptote horizon-

tale d’équation y = —% au voisinage de —o,
@D1.£,0)=-2+k.

La courbe bleu clair passe par le point de coordonnées
0;2))2+k=2k=4.

La courbe rouge passe par le point de coordonnées
0; Ve 2+k=1k=3.

La courbe verte passe par le point de coordonnées
0;0)2+k=0k=2.

La courbe marron passe par le point de coordonnées
0;-Vo2+k=-1k=1

La courbe bleu foncé passe par le point de coordonnées
0;2)e2+k=-"2<k=0.

La courbe violette passe par le point de coordonnées
0;3)e2+k=-3ck=-1

La courbe orange passe par le point de coordonnées
0;-4)o2+k=-4k=-2.

La courbe verte passe par le point de coordonnées
0;-5) e 2+k=-5k=-3.
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2. a. Pour tout réel x, on pose X = —x.
Lorsque x tend vers —x, X tend vers +o,

_ vy X __ 2 _,ef
Onax—-2+ke™*=-X-2+ke* = X(1+X kX).

. eX
Or lim ==+,
Xote X

X
Si k>0, alors lim k&~ =+ et par opérations sur les
Xoto X

limites, lim —X(1+;—ki)=+oo.
' X X

X—>+x

X
Ainsi, lim - lim _X(H;_ke_):m'
x—>—oofk ) X —+00 X X

Deméme,sik <0, lim f, (x)=—o.
x——®

b. Pour tout réel x, on pose X = —x. Lorsque x tend vers +o,
Xtendvers—=.Onax—2+ke™ =—X -2+ ke¥X.

On a lim e¥ =0, dong, par opérations sur les limites,
X——o

lim — X =2+ ke* = 4o,
X——

Ainsi, lim £, (x)= lim —X -2+ ke¥ =+
X—>+0° X—>—

3.a. fl(x)=1-ke™.
Sik <0, pour tout réel x, f(x) = 0.

On en déduit que la fonction f, est croissante surR.

X - +©

£ +

W

Sik>0,f{(x)=01-ke™ =0 —ke ™ =1
Se s % S —x< In(%) < x =In(k).
On en déduit que la fonction f, est décroissante sur I'inter-

valle ]-o0 ; In(k)] et croissante sur [In(k); +o[.

X |- In(k) +00

£ -

0 +
+00 +00
In(k) -1

b. A, (In(k) ; In(k) —1). On remarque que Ya, =% — 1

Ainsi, les points A, appartiennent tous a la droite d'équation
y=x-1

@D1.r()=—0

14 @205
lim 2—0,5¢=-x et lim eX =0, donc, par composition,
t—+0 X——
lim e2705 =,
1—+00
Par opérations sur les limites, lim f(¢r)=10.

t—+0
lim 2—0,5t = +x et lim eX =+, donc, par composition,
f—>—0o0 X—>+x

lim 703" = o0,
f—>—00

Par opérations sur les limites, lim f(¢)=0.
t——0o

2. F(1) = -10x(=0,5)e? %" 5a2-051
) B (1 + ez—o,sz)2 - (1 + e2—0,5t)2 ’
Pour toutr € R, f'>0.
On en déduit que la fonction fest strictement croissante sur
R.

' Chapitre 3 Limites de fonctions

Pourtoutx€E R, x,, —xE Retx,, +xER.

%[f(xM—x)+f(xM +x)]=%[f(4—x)+f(4+x)]

_1[ 10 10
- L1+ e2—2+0,5x 1+ e2—2—0,5)(

N—

N =

_1f_10 10
S 2[14e%% 1400

10, 10e%*
L1+e%%%  1+e%%

[10(1+ %)
T2 e 0T

N |—
1

—_

Le point M (4 ; 5) est le centre de symétrie de la courbe repré-
sentative de la fonction f.

@1.P(0)=250 & —4 =250 & £ = 250
0,4+3,6e 4
< a=1000.
1000
2.P(r)=—1000
) 0,4 +3,6e7

lim —0,5t=—x et lim eX =0, dong, par composition,
t—+% X——x

lim e05" = 0.
1=+
Par opérations sur les limites, lim P(r) =2 500.

t—+%
Le nombre de grenouilles tend vers 2 500 individus lorsque
t tend vers +o.

—-1000x 3,6 x(—0,5)e™ %"
(0,4 +3,6e05

Pourtout t € [0; +[, P'>0.
On en déduit que la fonction P est strictement croissante

1 800e %~

= (0,4 +3,6e05 )

sur [0 ; +o[.
4.
from math import exp
def P{t):

return 1000/(0.,443, 6*expl(-0.,5%t))
def seuil ()

t =0

while P(t)==2000:

t =t +1

returnit)
seuil ()

La population de grenouilles dépassera pour la premiere fois
2 000 individus en 2008.

@D1. lim () f(W)=1e lim (f()x lim (/())=1

o lim f/(x)=

1
x>+ lim f(x)’
X—>t®
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Or lim f(x)=+oo.

X—>+00
Dong, par passage a l'inverse, lim f'(x)=0.
X+

2.(u2)’ = 2u'u. Or, pour satisfaire aux conditions précédentes,
il fautqueu'u=1.
Ainsi, (1) =2 etu? = 2x.
La fonction f(x) =v2x définie sur [0;+oo et dérivable sur
10 ; +oo[ est telle que pour tout x €]0; +oo[,
F)x f(x)=1, lim f(x)=+e

X—+00
et lim f'(x)=0.

x>+

mL Pour tout x # 0,

ixi: e)C\/; — e\/; :\/;ekx =f(x).
X X X
Jx e xe e
X
2. X =1 o lim & = 4o,
et e% x>+ X
X
Par passage a I'inverse, lim - =0.
x>+ @
Deplus, lim &
corox
Donc, par produit, I|m  f(x)= lim £ xX -,
x—=+e X e’

3. La courbe representatlve de la fonction fadmet I'axe des
abscisses comme asymptote horizontale au voisinage de +°.

4, f'(x)= L\/;e1 ¥ Jxetr = e"x(ﬁ—ﬂ)
- ()

e >0et2Vx >0.

1—2x>0@ 2x<lex<4

>
La fonction f’ est donc positive sur l'intervalle JO ; in et

Pour tout x €10 ; +o[,

négative sur l'intervalle [% ; +00[.

On en déduit que la fonction f est croissante sur l'intervalle
JO ; %] et décroissante sur l'intervalle [% ; +00[.

5. L'observation de la représentation graphique de la fonc-
tion f sur I'’écran de la calculatrice permet de vérifier les
résultats précédents.

@ 1. Le point A d'abscisse x appartient a la courbe
représentative de la fonction f, il a donc pour coor-
données (x;(—x+4)e*”) et l'aire du rectangle
gx)=xx(—x+4)e™" = (—x2 + 4x)e”‘.

2.0n pose X = —x. Lorsque x tend vers +=, X tend vers —,
Ona(-x?+4x)e™ =(-X? - 4X)eX = —Xx2%e¥ —4Xe",

Or lim X%eX = lim XeX = 0. Donc, par opérations sur les
X—— X—>-

limites, lim g(x)= lim —X%e* —4Xxe* = 0.

X—+® X—>—
3. La fonction g est définie et dérivable sur [0;1] et
g'(x)=(-2x+4)e™" —(=x? +4x)e ™ = (x? —6x+4)e™"
Pour tout x€[0;1], e*>0 et le trinébme x> —6x+4 a

pour discriminant A = 20. Il admet donc deux racines réelles
distinctes: x, =3 ++v5 >1et x, = 3-+5. De plus,a =1>0,

donc la fonction g’ estposmvesurlmtervalle[o 3- J_] et
negatlvesurllntervalle[3 «/_1]

On en déduit que la fonction g est croissante sur [0 73— J§]
et décroissante sur [3 -5 1].

4, g(5)=-5e™> <0. La fonction g représente I'aire du
rectangle, celle-ci ne pouvant pas étre négative, la fonction
g n'est pas correcte pour tout x de [0 ; +o[.

@ 1. Pour tout réel x positif,

—1<cos(x) <1< -3=<cos(x)—2=<-1

<1 1
<3 cos(x)-2 "~ -3

e 2X+3 _2x+3  _2x+3
1 S cos(x)-2 - -3
o 2043 < p(y) < 2043
2. lim 2X+3 — _« Donc, par comparaison, lim f(x) = —c.
x>+ x>+

@ 1. Pour tout réel x négatif,
—1<cos(5x) <1 -3=<3cos(5x)<3

& —3+2x<3cos(5x)+2x <3+2x

2x+3

2x-3 _

3-2x
2. Pour tout réel x négatif,

i) 3
2x-3 _ qop2x+3 _ 2x(1 2c) - o
3-2x 3-2x 2x(1 ;) -3
2 2x

. 3 . 3
Or lim 1+== lim 1-==1.

X——00 2x X——00 2x
Donc, par quotient, lim 2x43 _

X—— oc3 2

D’apreés le théoréme des gendarmes, lim f(x)=—1.
X—>—0

@ Partie A

1. Pour tout réel x, g'(x) = e* - 1.
2.8(x)=0e'-1=200e'-1=20 e =1 x=0.
lim e*=0et lim —x =+,

X——0© X——®

Donc, par somme, Iim g(x)=+00.

x
e"—x:—x(1——) lim £ = +wet lim —x=-
X ) xo+0 X X—>+0

Donc, par opérations sur les limites, lim g(x) = +.
X+
Enfin, g(0) = 1. On en déduit le tableau de variation de g :

X - 0 +©

g'x)
0 \ +c0
1 /
PartieB

1.D'apres la partie A, e* — x > 0, la fonction fest donc définie
surR

I|m g(x) +xet lim e* =0.
x——©

Donc, par quotient, lim f(x)=0.
X——00

1 et
.Or lim =400,
et ef x—+oe X
X

Donc, par passage a l'inverse, lim -~ =0.
x—+w e’

.Or lim £ =0.
X

x—+0 @F
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Dong, par opérations sur les limites, lim f(x)=1.
X—>+®

4, La courbe représentative de f admet une asymptote
horizontale d’équation y =0 au voisinage de —» et une
asymptote horizontale d’équation y = 1au voisinage de +o°.

5.Pour tout réel x, f'(x) = e*(e’ —x)—e*(e*-1)

. 2
6. Pour tout réel x, e* >0 et (ex - x) > 0.
1-x>0 & x <1.Lafonction f’ est donc positive sur I'inter-

; +oo[. Enfin, f(1)——

valle J-oo ; 1] et négative sur1; 3

On en déduit le tableau de variation de f:

X -0

f®

7.L'observation de la représentation graphique de la fonction

fsurI'écran de la calculatrice permet de vérifier les résultats
des questions 4 et 6.

L, ehea) 2
@1.6 =3 € L=—€ Or lime' =+,
e* -1 ex(1—i) - 1 x>t
e* e’

Donc, par opération sur les limites, lim f(x)=1.
xX—+%°

FDO—‘

La proposition est vraie.

2. lim e* =0, donc, par opération sur les limites,
X——®©

lim f(x)=3.La proposition est fausse.
X——®
3.lime*—3=-2etlim(e* —1)=0.
x—0 x—0

Lorsque x >0, alorse* —1> 0 et pour x proche de 0, f(x)<O0.

Dong, lim f(x) = —o°. La proposition est vraie.
x—0
x>0

[ Exercices
@1.Pourx:y:0,ona:
f(0+0) = f(0)+ f(0) & f(0)=2/(0) & f(0)=0.
La proposition est vraie.
2. f(-nx +nx)= f(—nx) + f(nx) © f(0)=—-nf(x)+ f(nx)
& f(nx) = nf(x).
En particulier, pour x =1, f(rn) = nf (1). Les grandeurs f(n) et

n sont des grandeurs proportionnelles.
Si I|m f(x) Oavecx € R,alors lim f(n)=0avecn € N.

n—>+0o0

A|n5|, lim nf(1)=0.0r lim n=+%,donc f(1)=0.
n—+o n—+ow

La proposition est vraie.

Y Chapitre 3  Limites de fonctions

e* (e" - 1) - (e" - 3)ex
(e

e"(ex—1—ex+3) _ e?

(e)r - 1)2 (ex - 1)2 ‘
La proposition est fausse.
5.Pourtoutx €]0; +oo[, f'(x)>0.0n en déduit que la fonc-
tion fest croissante sur ]0 ; +oo[. La proposition est vraie.

4. Pourtout x>0, f'(x)

@ 1. Les points B (100 ; 100) et C (50 ; S—Jg) appartiennent
ala courbe de €

—Iooe100a+b — 100 e100a+b — 1
fe 50a+b _ 50 3 50a+b _ 1
50”797 = == eIt = =
Je Je
e!00eth = g0 100a+b=0
PN .
g0ath _ o=05 50a+b=-0,5
2. J100a+b=0 b=-100a b=-1
. <:> c} .
50a+b=-0,5 50a—-100a =-0,5 a=0,01

Ainsi, pour tout réel x, f(x) = xe®01*,

3. lim x =+, lim 0,01x—1=+» et lim eX =+wdonc,

X—>+% X—+% X—+o
par composition, lim e%0™* = 4o et,
x>+
par produit, lim f(x)=+c.
X—>+00
100 0,01x _ xe20 00Trg=1 = 1001x-1
4, . x 0,01xe”"™ = R = xe”’Ye = f(x).

5.0npose X = 0,01x. Lorsque x tend vers —oo, X tend vers —c°.

Ona %x 0,01xe%0M = 100 x XeX .Or lim XeX =0.

X——%
Donc, par opérations sur Ies limites,
lim f(x)= lim 190 x xeX = 0.
x——% X—-o €
6. Pour tout réel x, f'(x) = 91 1. 0,01xe001
=e%911(14.0,01x).
Pour tout réel x, €29 >0et1+0,01x>0 < 0,01x > -1
< x>-100.
Enfin, f(—100) = —100e 2.
On en déduit le tableau de variation de f:
X |- -100 +0o0
() - 0 +

0 +o0
fo T~ s _—

3.Pourtouta ER, f'(a) = M
f(a)+f(h) f(a)
hao
- f(h)
=
Si }lllrrz)fgl ) est un nombre fini, alors fest dérivable sur R.

La proposition est vraie.

@1 Pourtoutree|x¢1fo(x)— 1 (X—T)E);H)

donc tous les points 6 appartlennent ala droite d’équation
y=x+1.lIs sont donc alignés.

x+17,
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x2(1+k—i2) x(H—%—%)

2.a.0naf(x)= X x/ 1x

x(1 - l) -

X X

Dong, par quotient, lim f(x)=+»et lim f(x)=-

X+ X——%®
b. lim(x? + kx —1) = k etlim(x—1)=0.

x—1

x—1

Lorsque k>0, par quotient, lim f(x)=—x et, de méme,
x—1

x<1

lim f(x)=+oe.

x—1

x>1

Lorsque k <0, par quotient, lim f(x) =+ et, de méme,
x—1
x<1

lim f(x)=—o

x—1

x>1

Ainsi, pour k # 0, la courbe 6, admet une asymptote verticale
d'équation x =1.

(2x-i—k)(x—1)—(x2 +kx—1)

(x=1)?
_x?-2x+1-k
(x=1)?

b. et c. Pour tout x # 1, (x — 1) >0, donc fi(x) est du signe
dupolynéme x? —2x +1—k.Oncalcule A = 4 — 4(1— k) = 4k.
Sik <0, alors A<0 et ce polyndme n’a pas de racine. D’ou :

3.a.Pourtoutréelx #1, f; (x) =

X - 1 +0

£&)

£ _Oc/'Jroc _oo/+oo

Si k>0, alors A>0 et ce polyndme a deux racines réelles
X, =1—\/?etx2 =1+Jk.Dou:
X —-® X, 1 X +0

£ L0 -

- +
flx) +00
79 _w/ \_w N f(xz)/

4. a. A réaliser sur logiciel de géométrie.
b. Comme pour tout réel k, f, (0) =1, alors le point A (0 ;1)
appartient a toutes les courbes 6, .
7, 1y=£0)x+ f,(0),s0itT, : y=(1-k)x+1.
d. Pour toutréel x #1,
2tk —=1-(x=1)((1-k)x+1)

+00

()= (1= K)x+1) = - = o

2
e.Lorsque k >0, alors % est du signe de x — 1, donc positif

sur |1; +o9] et la courbe est au-dessus de sa tangente, et
négatif sur |-oo ; 1[ et la courbe est en dessous de sa tangente.
kx2

Lorsque k <0, alors P est du signe opposé de x — 1, donc

négatif sur |1; +oo et la courbe est en dessous de sa tangente,
et positif sur |- ; 1[ et la courbe est au-dessus de sa tangente.

@ Soit f(x)=+x définie sur [1;+%[. On a f’(x):ﬁ,

lim f'(x)=0et lim f(x)=+~.La proposition est fausse.
X—+% xX—+%°

@ 1. Vrai. Comme lim M = 3, alors il existe un nombre
x>+ X

réel X >0 tel que pourtoutxzx,@>2@f(x)>2x.

Or lim 2x =+, donc, par comparaison, I|m f(x) +00,
X—>+

2. Faux. Contre-exemple: f(x) = cos(x).fn a pas de limite
en +, mais, pour tout réel x>0, —1=< cos(x) <1, donc

ls—f(x) $l.0r lim L= lim
X X X x—>+0oX x>+

théoréme des gendarmes, lim f(x)=0.
x—>+00

1o 0, donc, d’aprés le

3.Vrai.Si lim g(x)=1, ou/désigne un nombre réel, += ou
X—>+0%
—et lim (f(x)— g(x))=0,alors, parsomme, lim f(x)=1.
x>+ X—+0©

4.Vrai.Si lim g(x)=1,ouldésigne un nombre réel, +o ou
X—>+®

— et lim M:1,alors, par produit, lim f(x)=1.
x—>+ g(x) x—>+o

D 1.lim(x* - x? +3) = 3etlim(x2 1) = 0 et:
x—1 x—1
X - -1 1 +
-1 + 0 - 0 +

Donc, par quotient, lim f(x)=—wetlim f(x)=+oc°.

x—1 x—1
x<1 x>1
De méme, lim (x3 —x° +3) =1et lim (xz - 1) =0, dong,
x—-1 x—-1
par quotient, lim f(x)=+® et lim f(x)=—c.
x—-1 x—-1
x<-1 x>-1
x3(1 % ) x(1 % %)
Par ailleurs,on a f(x) = ] X/
e
Donc, par quotient, lim f(x)=+>et lim f(x)=—oo.
X+ X——

lim (x2+2)=3 et lim(x+1)=0, alors, par quotient,
x——1 x—-1

lim g(x)=-wet lim g(x)=+ce.

x—-1 x—-—1

x<-1 x>-1

2+ 2) o1+ 2
Par ailleurs, on a g(x) = X1 = f .
(1) s
X X
Donc, par quotient, lim g(x)=+»et lim g(x)=—o
X—>+0 X——0©
2.

1

A T T T Y O T )

Il semble que la courbe de g soit asymptote a celle de fen
4+ et en —o,

3.a. f(x)— 2=’ +3 (x2+2)(x—1)_

-1 =N+

—2x+5.
x2 =1

glx)==
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b.
X — 0 -1 1 % +©
=7FD + + + 0 -
-1 + 0 - 0 + +
f) - gl + - + 0 -

Donc, la courbe de g coupe la courbe de fau point d'abscisse

5

>

c. lim (#
x—+o\ x° —1

le numérateur tend vers -2 et le dénominateur tend vers +.

(—2x+5

) = 0 car apreés transformation, on trouve que

lim
X——% x2 —
numérateur tend vers —2 et le dénominateur vers —,

Cela conforte la remarque faite a la question 2.

) = 0 car apres transformation, on trouve que le

@ Le volume V du cylindre est constant et il est donné par
V= nrzh(r)

Ainsi, h(r) = —— et son aire latérale S(r) = 2mrh(r) = <~

nr?

Ainsi, lim h(r)=
r—0

Parailleurs, lim h(r)=
r—>+00

+o et lim S(r) = +o°.
r—0
0 et Iim S(r)=

@1 I|m f(x)— I|m e* =+, Deplus, lim eX =+

Xa+oc

Donc, parcomposmon, lim £ (x)= lim e = +oo,
X—>+0% X—+w©
Par suite, pour toutn €N, lim f (x)=+o°.
n—>+00

2. Iim f(x): Iim e* = 0.Deplus, Iim eX =1

Donc parcomposmon I|m fz(x)— I|m et =1.

X——00

Or limeX = e.Donc, parcomposmon I|m f3(x) e,
X—1

|”P Ja(x) =

IirP £, (x) =+,

e® et, par suite, pourtoutn eN,

1. La pente p de la droite (OM) est donnée par p = —fECX)'

2. Lorsque f(x) = vx, pour tout réel x>0, p = % = %
X

Ainsi, lorsque x tend vers O, cette pente tend vers 0.

Pour tout nombre réel a >0, la courbe <6f est située en
dessous de la droite d’équation y = ax pour x suffisamment
grand. 5

3. Lorsque f(x) = x?, pour tout réel x>0, p = x7 =x.

Ainsi, lorsque x tend vers 4+, pour tout nombre réel a >0,
la courbe 6, est située au-dessus de la droite d'équation

y = ax pour x suffisamment grand.

@ Pour tout x € R, —“x'"x”

242

w/x2+x+1‘

donc2x—-1<2x-1+ 3
x“+2
Or, lim 2x—1=+wo,

X—>+0

1 Vx2+x+1

dong, par comparaison, lim 2x—1+ 5
X+ x“+2

@ 1.a. f(0)=3x0xe %% 1 2 =2, Au début de I'hémor-

ragie, le taux de vasopressine dans le sang est de 2 ug-mL™".
b. f(12)=3x12xe 212 1 2 =36e73 +2 = 3,79.

&Y Chapitre 3 o Limites de fonctions

Ainsi, 12 secondes aprés le début, le taux de vasopressine
dans le sang est de 3,79 ug-mL™, soit un taux supérieur a la
limite de 2,5 ug-mL™".

c.On pose X = -0,25¢, lorsque ¢ tend vers +, X tend vers —,
Ona3re 92" +2=-12Xe* +2.0r lim XeX =0.Donc, par

X—>—x
opérations sur les limites, lim f(¢)= lim —12Xe* +2=2.
t—+% X——c
A terme, le taux de vasopressine dans le sang tend vers
2 ug-mL-,
2. f'(1)=3e7%%" - 0,751e70%" =
Pour tout t €[0 ; +o[, e %% >0.
—0,75t+3>0 < t < 4. La fonction f est positive sur l'inter-
valle[0 ; 4]etnégative sur[4; +[ et f(4)=12e" +2 = 6,41.
On déduit le tableau de variation de f:
X 0 4 400
1@ + 0 -

e 02 (-0,75¢ + 3).

3. Le taux maximal de vasopressine dans le sang est de
12e7"+2 ug-mL7, soit environ 6,41 ug-mL™" et il est atteint
au bout de 4 secondes.

@ 1. £(0)=20 = 180 — k = 20 & k = 160.
2. £(20) = 40 < 180 — 160e2°% = 40. A l'aide de la calcula-
trice, on trouve o = 0,007 a 1073 pres.

3. f(t) =180 —160e70:007,

lim —0,007r =—» et lim eX =0, donc, par composition,
t—+© X—o—»

lim e 007" = 0.

t—+%

Par opérations sur les limites, lim f(¢) =180.
t—+

La température limite du gateau est de 180 °C.
4. f'(t) =1,12e79%7! pourtoutt €[0 ; +o¢[,1,12e 907" >0,

t 0 +

180
f@)

n<0

T« 20

Tant que T < 179 faire
nen+1

T« 180 —160e70-007n

Fin tant que

Afficher n

b.

def seuil ()
n=0
Ti=2
whi I e T<1709:
n=n+1
T=180-160*exp( -
returnin’

seui l ()

Il faudra patienter 726 minutes, soit plus de 12 heures pour
que la température du gateau atteigne 179 °C.
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@ 1.0On a, pour tout réel x

E(x)<x E(x)<x
x<E(x)+1 {x—1<E(x)'
On a donc bien, pour tout réel x, x — 1< E(x) < x.
2.Pourtoutréel x>0,0na:

E@) ox (1 EW)
X X X X

E(x)$x<E(x)+1<:>{

x—1$E(x)<x<:>xT_1s

Or lim l=O,donc, par somme, lim 1—l=1.
x>+ X X—>+00 X

D'apres le théoreme des gendarmes, lim E(x) =1
x—40 X

3.Pourtout x # 0, L — 1< E(l)<l.
X X X
Si x>0, alors 1—x$xE(l)<1. Or lim 1-x=1, dong,
X x—0
x<0
d’apreés le théoreme des gendarmes, lim xE(%) =1

x—0
x>0

Si x<0, alors 1—x>xE(l)>1. Or lim 1-x=1, dong,
X x—0
x<0

d'aprés le théoréme des gendarmes, lim xE(l) =1
x—0 X
x<0
@1. 1. En mettant les termes au méme dénominateur,
on trouve:
Flx)= (a+Db+c)x® +(aP +ay + ba.+ by + co.+ cf) x*
(x +0)(x +B)(x +7v)
+(aBy + bory + cof) x>
(x +0)(x +B)(x +7v)

Supposons que a+b +c=0etqueaa + b +cy=0.
aP +ay+bo+ by +co+ P

=(aP + ay + bo. + by + co. + cf) + (a0, + BB + cy)
=(a+b+c)a+P+v)=0

On en déduit que:
F)= (aPy + bory + cof) x>
T () +B)(x +y)

Etona lim f(x)=aPy+ boy + coP, donc la limite est finie.
X—>+00

Réciproquement, on suppose que la limite de fen +% est
finie.
Alors les termes en x° et x* du numérateur de fdoivent étre
nuls.
Onendéduitquea+b+c=0
etap+ay+by+bo+cP+co=0.
Or0=(a+b+c)a+pB+7y)
= (aB +ay + by + bo.+ cf + ca) + (a0 + bB + cy)
=ad+bp+cy.
On a donc bien les égalitésa+b+c=0etao+bf+cy=0.

VERS LE BAC

@ 1.a. Lafonction g est croissante sur l'intervalle [0 ; 1], puis
décroissante sur l'intervalle [1; 10].

b. La concentration maximale est égale a 2 mg-L-' et est
atteinte une heure apres l'injection.

¢. La concentration est supérieure a 1,2 mg-L-' lorsque
t[0,3; 3].

2.Sia=b=c,alorsona f(x)=0donc lim f(x)=0.
x—>+00
Réciproquement, siona lim f(x)=0.
X+

La limite de fen +o est finie et elle vaut 0.
Donc, d'apres la question 1, cela entraine que a+b +c¢ =0,
ad.+ bP +cy =0 etaPy + boy +cof = 0.
o, B ety sont trois réels distincts, donc on peut supposer que
azPetazyetf=y.
On doit donc résoudre le systeme suivant avec oo # 3 :
a+b+c=0 a=-b-c
ad+bB+cy=0 S <(-b-c)o+bB+cy=0
afy+bay+caf=0 (=b=c)By+boy+cop=0
a=-b-c
SbB-o)+c(y—a)=0
b(oy —By) +c(af —By)=0

a=-b-c

- b:—cé\izxoc)
by(o—B)+cplo—y)=0
a=-b-c
b:—C('Y—(X)

= -
Do)+ cBlo—1) =0
a=-b-c
_—c(y-a)

V=g
c(y(y—a)+B(a—7))=0
a=-b-c

o b:—cﬁ(t—(xoc)
c(y-B)y-a)=0

Onaaoa#7y etP#y donc la troisieme équation entraine
¢ =0, ce qui entraine avec les deux premiéres équations
a=b=c=0.

3 3 3
__ax bx cx’ _ 3 _a b c
3'f(x)_x+oc+x+[.’)+x+y_x (x+0c+x+[3+x+y)

B-v T i B)est donc I'expression

x+o x+B x+7y

de f(x)aveca=B-v,b=y-oetc=o-p.

D'unepart,a+b+c=B-y+y-o+a—-p=0.

D’autre part, a0+ bB+cy =B -v)o +(y— o) + (0. — B)y
=Bo—-yo+yB-of+oy—Py=0.

D’apres la question 1, on en déduit que la limite de fen +o

est finie et que cette limite vaut :

aPy +bory +cof = (B—vy)By + (v — o)y + (o= B)of
=’ (B-7)+P (v - o) +v* (. —B)

L'expression x3(

2.a.Pourtout r€[0;10],

= M) Z2x40 a2y q 4000+
§W= (2 +1) (P +) (2
4(1+1)

b. Pour tout  £[0; 10],

de 1—1t, c'est-a-dire :

>0.Donc g'(¢) est du signe

(£ +1)
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- sur l'intervalle [0; 1], g'(t) = 0 et donc la fonction g est

croissante;

- sur l'intervalle [1; 10], g’(t) < 0 et donc la fonction g est

décroissante.

Ainsi, la concentration maximale est atteinte exactement une

heure aprés l'injection.

3. lim g(t) = lim — 3L = =
t—+» 1+ l‘2 (1 + tiz) 1+ t(1 + i)

La concentration de I'antibiotique tend vers 0 lorsque  tend
vers +o,
4.¢N=12 14—tz =12 4:=12+1,21

+1

& -2 +4t-12=0.
On calcule A =10, 24. Ce polyndme admet donc deux racines

réelles distinctes x; = % et x, = 3. Il est donc positif sur I'in-

tervalle [% ; 3}. Ainsi, le temps d'antibiotique utile est égal a

? heures, soit 2 h 40 min.
Variable:
n est un entier naturel
Traitement :
n prend la valeur 1

Tant que —#2_ = 0,01
1+n

n prend la valeur n+1
Fin tant que

Sortie:

Afficher n

@ 1. Réponse b.
2.Réponse a.
3.Réponse c.

@ 1. Graphiquement, on voit que la fonction est définie en

x =2 et que son image par la fonction fest 4.

Ainsi, lim f(x)=f(2)=4. On remarque aussi que
x—2

x>2

lim f(x)=3,5.0na lim f(x)# lim f(x), donc la fonc-
x—2 x—2 x—2
x<2 x>2 x<2

tion fn'admet pas de limite en 2. L'affirmation est fausse.
2. L’affirmation est fausse, la fonction g(x) = 4 + cos(x) est
un contre-exemple.

x( —l) 1—1
3. x=1_ x/ _ X
-5 .
X2+ z( i) ( i)
x|+ x| 1+
)C2 )C2
lim 1-1 = lim 1+i2=1 et lim x =+, Par opération

xX—>+00 X X—+%

X

X—+%° X
sur les limites, lim 2;1: 0. Les limites a droite et a

x—=+e x° +1
gauche de I'encadrement en +oo étant différentes, elles ne
permettent pas de conclure sur la limite de la fonction fen
+oo, L'affirmation est fausse.
4.e* —e¥—2x = ez"(1—eix— jz)fc )
On pose X = 2x. Lorsque x tend vers +%, X tend vers + et

2x 1 2x)_ X 1 X
e [1- L —eX|=eX- L & |
( ex e2x ( e)z( eXJ

X
lim £ =+, Par passage a l'inverse, lim Lx =0.
X+ X X—>+x e

&Y Chapitre 3  Limites de fonctions

lim 1:+oo et lim e”, dong, par composition,
X—+x T—+o
X 1

lim e2 =+ et, par passage a l'inverse, lim ——=0.
X

X—+x X—+o0o o
e2

lim eX =+, Par opérations sur les limites,

X >+

lim (e“—e"—zx): lim eX 1—LX—LX =400,

X400 X+ e2 e

L’affirmation est vraie.
5 x%e =L
e.)C

X2

X
lim £ =+, par passage a l'inverse, lim x?e™* =0.
X—>+% X X—>+»

L'axe des abscisses est asymptote a la courbe représentative
de la fonction x?e™ au voisinage de +. L’affirmation est
vraie.

(9788

X - % 0 %
sin(x) - 0 +
cos(x) + +
tan(x) - 0 +

2. lim sin(x)=-1et lim cos(x)=0.

T T
x—>-I x—>-I
2 2

Lorsque x> — % alors cos(x)> 0 et, pour x proche de —%,

cos(x)>0.Dong, par quotient, lim tan(x)=—cc.

x%—g
x>—%
3. limsin(x)=1 et lim cos(x)=0.
x—>% x—>%

Lorsque x<%, alors cos(x)>0 et, pour x proche de %

cos(x)>0.Dong, par quotient, lim tan(x) = +oo.

@ Partie A

La fonction f est représentée par la courbe 6, et sa dérivée
par la courbe 6,. En effet, lorsque la fonction f” est positive
sur les intervalles J-o ; —1] et [3 ; +[, la fonction f est bien
croissante et lorsque f” est négative sur l'intervalle [-1; 3], la
fonction fest décroissante.

Partie B
1.

La fonction cube convient :
— elle est dérivable surR ;
- gx)=0=x=0;

- lim x> =4wet lim x> = -,
x—>+0% x——0%
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@1.a. f'(x)= S > Pour tout x €[0; +=[, f'(x)>0,
(x+1)

donc fest strictement croissante sur [0 ; +oo[.

lim (x+1)=+%, donc, par quotient, lim 3 __0et
x>+ X—>+0o0 x+1

donc, par somme, lim f(x)=6.
X—>+

x 0 +o0

1'&x) +

" /

b.f(x)=x@6—%=x<:>6(x+1)—5=x(x+1)

& x?-5x-1=0.
A = 29, donc deux solutions réelles :
o =5=V29 5++29
T 2 2 )

6

etx, =

Orx, >0 etx, <0,donc Sz{@}.

c. Si x appartient a l'intervalle [0 ; o], alors 0 < x < ¢, donc
f(0)< f(x) < f(o), car f est strictement croissante sur
[0 +oo[.

Or f(0)=1et f(a)= 0 ,donc1< f(x)<a,dou f(x)appar-
tient a l'intervalle [0 ; o].

Si x appartient a l'intervalle [o ; +o9[, alors o < x, donc
f(o) < f(x), car f est strictement croissante sur [0 ; +oo[ et
f(x) appartient a l'intervalle [o ; +o[.

©

1.a.D'aprés le tableau, pour tout x €]-2 ; 3[, f(x)>0.
Ainsi, pour x proche de 3, f(x)>0.

b. lim x2 —=3x-10=-10 et lim x—3=0. Par quotient et

x—3 x—3
d’aprés la question précédente, lim  f(x) = +oe.
x—3
x<3

2. D’aprés le tableau, pour tout x €3 ; 5[, f(x)<O0.
Ainsi, pour x proche de 3, f(x)<O0.

lim x2-3x-10=-10et lim x—3=0.

x—3 x—3

Par quotient, lim f(x)=—oo.
x—3

x>3
3. La droite d’équation x = 3 est une asymptote verticale ala
courbe représentative de la fonction f.

On peut conjecturer que la suite (”n) est croissante et qu'elle
converge vers ol

b. On montre par récurrence la propriété :

P :0=<u, <u, <o pourtout entier naturel n.

« Initialisation :u, = 0 etu, = 6——2—=1,0n a bien
0+1

0 < u, < u, <o, donc Fy est vraie.

« Hérédité : On suppose que pour un certain entier naturel n,
P, estvraie, C'est-a-dire

O<u,<u,,<o,alors f(0)< f(u,) < f(u,,,) < f(o),carf
est strictement croissante sur [0 ; +oo[.

Or f(0)=Tet f(a)=o,donc1<u, ,<u, b <.

Ona bleq O=<u,,< u{lleS ocf I;}ﬂ gs’lc vrale.l o

« Conclusion : La propriété est initialisée et héréditaire, donc
elle est vraie pour tout entier naturel n.
c. La suite (u, ) est croissante (car u, <u,.;)
o), donc elle converge vers un réel [.

Ona lim u, =/, donc lim u, ,=/let limu, ,=6
n—s+o0 n—s+00 n—s+o0

et majorée (par

__5
[+1
Par unicité de la limite, 6—L =1.
[+1

D’apres la question 1b,/ = o = @
lim u, =0 = @
n—>+o0 2

3.Siuy €[0; of, lasuite (”n ) est croissante et converge vers o
Siu, = a, la suite est constante et égale a o.

Si uy€Jou ; +o[, la suite (u,) est décroissante et converge
vers o.

Questions Moderato

1.Le trindme m(x) = x> — 3x —10a pour discriminant A = 49.

Il admet donc deux solutions réelles : x, = 3_T V49 _ ) et
X, = 3+T Va9 _ 5.0ra=1>0, on en déduit que la fonction

m est positive sur l'intervalle J-o ; 2] U [5 ; +oo[ et négative
sur l'intervalle [-2 ; 5].

d(x)>0 < x—3>0 < x> 3, lafonction d est négative sur
I'intervalle ]-oo ; 3] et positive sur I'intervalle [3 ; +oo[.

2.

x —o -2 3 5 +o0
x*-3x-10 + 0 - - 0 +

x-3 - - 0 + +

fx) - 0 + - 0 +

3.lim x2=3x—-10=-10et lim x=3=0.

x—3 x—3

Lorsque x €]-2; 3[, alors f(x)>0.

Chapitre 3 o Limites de fonctions &



Dong, par quotient, lim  f(x) = +co.

x—3
x<3
4.lim x>-3x—-10=-10et lim x—3=0.
x—3 x—3

Lorsque x €3 ; 5[, alors f(x)<0.

Dong, par quotient, lim  f(x) = —oo.
x—3
x>3

5.Ladroite d’équation x = 3 est une asymptote verticale a la
courbe représentative de la fonction f.

Questions Allegro

l.a.lim f(x)=+woet lim f(x)=-—o0.
x—3 x—3
x<3 x>3

(Voir Questions Moderato pour les justifications).

b. La courbe représentative de la fonction fadmet la droite
d’'équation x = 3 comme asymptote verticale.

2. Pourtout x E]-%;3[ U [3; 4o,

(2x-3)(x—-3)—(x* -3x-10)

f(x): (x_3)2
_(x-3)(x-3)-(x*=3x-10) _ 24,499
B (x—3) © (x-3)

Le trinéme x2 — 6x +19 a pour discriminant A = —40.

Il n"admet donc pas de racine. Or ¢ =1>0. On en déduit
que le trindme x? —6x +19 est strictement positif sur
J-o0; 3[U]3; +o.

De plus, pour tout x € ]-o0 ; 3[ U ]3 ; +o[, (x — 3)* > 0.

On en déduit que la fonction fest strictement croissante sur
o0 ; 3[ et strictement croissante sur |3 ; +o[.

x2(1_g_g) x(1_g_%)
fx)= _— =
x(1—3) 1-3
X X
lim x=+%, lim (1—5—%): lim (1—i):1.
X—>+® X—>+® X X X—>+0 X

Par opérations sur les limites, lim f(x)= +o.
X+

De méme, lim f(x)=—oo.

X——®

X |- 3 +0

1) » /'w B /'+°o

3‘x_3+cx+d:x2—6x+9+cx+d

x—-3 x—3
_xX*+(c-6)x+9+d
- x-3 ’
Par identification, €=6=-3 & =3 .
9+d=-10 d=-19
Ainsi, f(x) = x—3+3X=19
x-3
3_19
C(v_2y_3x—19 _ X
4. f(x)—-(x-3)= 3 " 3
X
lim (3—ﬁ)=3et lim (1—i)=1.
X—>+00© X X—>+00 X

Par quotient, lim f(x)—(x—-3)=3.
X—>+®
De méme, lim f(x)—(x—3)=3.0r 30, donc la droite
X——%©
d’'équation y = x — 3 n’est pas asymptote oblique a la courbe

représentative de la fonction f.

&Y Chapitre 3 Limites de fonctions

@ 1. lim ¥x =+ et lim 1=0. Par opérations sur les

x—+w x—+0 X
limites, lim (\/;— l) —
X—+® X
J;_% 1.2
Pourtout x €0 ; +o9[ , =4 _ <
] [ N
lim Vx =+wet lim iz = 0. Par opérations sur les limites,
X—>+© X—o+% X
Jx-2
lim A — 0.

X+ X
La courbe de f présente une branche parabolique de direc-

tion (Ox).
3
2.x-2 = —lx3(1—%).

3773 T
lim —dx3 = —w et lim (1—i)= 1.
X—>+® 3 X—>+0w xz

3
Par produit, lim (x - %) =—oo,

X—>+%
3
x_%é x2 R Xz
Pour tout x # 0, =1-=et lim |1- 2 |=—o0,
X 3 X—>+00 3
La courbe de f présente une branche parabolique de direc-

tion (Oy).

3.Pourtout x € R,

—1<cos(x) <1 -1+x* < x? +cos(x) <1+ x%
Or lim (=1+x?) =+

X—>+%
Par comparaison, lim (x2 + cos(x)) = +o0,
X—>+0%

2
Pour tout x # 0, X~ +cos(x) =x+ cos(x).

X
Or, pourtoutx;ﬁo,—l$&(x)slet
X X X
lim -1= lim 1=o0.
x—=+0e X x—ot+0oX

s s . cos(x
D’apres le théoreme des gendarmes, lim % =0.
x>+
De plus, lim x =+,
x—+0©
. x? +cos(x)

Dong, par somme, lim —————= =+
X—+®

La courbe de fprésente une branche parabolique de direc-
tion (Oy).

w.

4. lim Jx = +xet lim 1 = 0.Paropérations sur les limites,

X—+® x—+w X

lim (2 — 1) 0.
X—I)TOC('\/; X

La courbe de fne présente pas de branche parabolique.

1.0n a, pour tout x #1,

gn(x):xin[1_(1_x)(:ti+...+x")]

_ 1 1_(1_xn+1) _ X
P T1-x

Donc, par quotient, lime, (x) = 0.
2.Pourtoutx#1, 7

T+x+..+x"+x", (x)=1+x+.. . +x"

N A
S (1+x+...+x") T
3. a. Le développement limité a I'ordre 3 de

L=1+x+xz+x3.
1-x
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b. En utilisant ce développement pour x = 0,1, on obtient

1 -
0,9~1,111.

On obtient une valeur approchée a 0,001 prés de

1
0,9

4. Le développement limité a I'ordre 1 de ﬁ =1+x.
En utilisant ce développement pour x =0,1, on obtient

1 .
0,9 =11

1

On obtient une valeur approchée a 0,1 prés de 0.9

Le développement limité a I'ordre 2 de %x =1+x+x2.

En utilisant ce développement pour x =0,1, on obtient
1

— =111

0,9

On obtient une valeur approchée a 0,01 prés de

1
0,9
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